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С помощью вычислительных экспериментов, основанных на точных уравнениях гидродинамики иде-

альной жидкости, изучаются процессы концентрации энергии при образовании волн-убийц. На примере

вычислительного эксперимента показано распределение аномалий волн как по высоте, так и по энергии.

Установлена взаимосвязь между значениями концентраций энергии и высоты аномально больших по-

верхностных волн. Полученные результаты могут быть использованы для оценки опасности аномально

больших поверхностных волн.

DOI: 10.7868/S0370274X14090057

1. Введение. Волны-убийцы представляют

собой внезапные одиночные поверхностные волны

большой высоты (до 30м). Их внезапность и большая

амплитуда несет серьезную опасность для морских

объектов. Изучение этих волн началось в последние

десятилетия. Единой теории экстремальных волн до

сих пор нет. Волны-убийцы представляют не только

прикладной, но и теоретический интерес [1, 2].

В последнее время наиболее популярным стано-

вится изучение волн-убийц на основе вычислитель-

ных экспериментов [3–8]. В наших предыдущих ра-

ботах с помощью численных опытов мы рассматри-

вали статистику волн-убийц, возникающих в резуль-

тате нелинейной динамики поверхностных волн иде-

альной жидкости [9, 10]. В настоящей работе на осно-

вании вычислительных экспериментов проведена ко-

личественная оценка процессов концентрации энер-

гии и импульса. Возможности численного модели-

рования волн-убийц позволяют “заглянуть внутрь”

процессов, протекающих при их образовании.

2. Вычислительные эксперименты. В на-

ших вычислительных экспериментах рассматрива-

лись волны, бегущие в одну сторону, что соответ-

ствует волнам зыби в океане. Эксперименты осно-

вывались на численном решении уравнения Эйлера
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для идеальной жидкости со свободной поверхностью

и бесконечной глубиной в 2D-геометрии:

−∞ < y < η(x, t),

0 < x < 2π.

Граничные условия по переменной x были 2π-

периодическими. Предполагалось, что течение

является потенциальным, а жидкость – несжимае-

мой. Отсюда

v(x, y, t) = ∇Φ(x, y, t), div v = 0.

Таким образом, потенциал поля скоростей жидкости

Φ удовлетворяет уравнению Лапласа:

∆Φ(x, y, t) = 0.

Для организации численного счета мы использо-

вали уравнения в конформных переменных, полу-

ченные в работе [11]. В работах [12–14] рассматри-

вались математические вопросы корректности этих

уравнений, а также проблемы численных расчетов.

Уравнения в конформных переменных позволяют

проводить нужные нам вычислительные эксперимен-

ты с высокой точностью на больших временных ин-

тервалах и наблюдать возникновение волн-убийц.

Мы осуществляли конформное отображение об-

ласти, занятой жидкостью, на нижнюю полуплос-

кость (с координатами w = u + iv). Отображение

задается функцией z = z(w), z = x+ iy.
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Динамические уравнения записывались для пере-

менных Дьяченко:

R =
1

z′w
, V = i

∂Φ

∂z
.

Они имели форму

Ṙ(u, t) = i(UR′ − U ′R)− αR′′′′,

V̇ (u, t) = i(UV ′ −B′R) + g(R− 1)− αV ′′′′ + F,

U = P (V R̄ + V̄ R),

B = P (V V̄ ),

где P – оператор проектирования на нижнюю полу-

плоскость, P = 1
2 (1 + iH); H — аналог оператора

Гильберта для периодического случая:

H [f ](u) =
1

2π
v.p.

∫ 2π

0

f(u′)

tan[(u′ − u)/2]
du′.

В этих уравнениях мы использовали диссипацию для

учета возможности обрушения волн в ходе эволюции,

а также накачку энергии. Последняя служила для

поддержания одинакового уровня энергии в течение

всего эксперимента и включалась, когда энергия си-

стемы падала ниже необходимого уровня. Указанная

диссипация использовалась в нашей предыдущей ра-

боте [10]. Форма накачки была модифицирована с

целью придания ей физического смысла. Накачка

имеет смысл поверхностной силы, действующей на

свободную поверхность и пропорциональной накло-

ну поверхности:

F = Fw

∣

∣

∣

∣

dy

dx

∣

∣

∣

∣

.

Коэффициенты α и Fw подбирались эмпирически

так, чтобы в системе поддерживался заданный уро-

вень энергии. Использование диссипации и накач-

ки позволяет проводить вычисления на практически

неограниченном временном интервале.

Обычно волны-убийцы регистрируются на основе

амплитудного критерия

ν(t) =
Hmax(t)

Hs(t)
≥ ν∗ = 2.1,

где Hmax – максимальная высота, а Hs – значитель-

ная высота волнения (среднее от трети самых высо-

ких волн). Критическое значение ν∗ = 2.1 выбрано

эмпирически. Оно используется во многих работах,

посвященных волнам-убийцам [1].

3. Энергетические характеристики отдель-

ных волн. В наших вычислительных экспериментах

мы рассматриваем периодический по пространствен-

ной переменной цуг волн. При этом профиль свобод-

ной поверхности задается функцией y = y(x, t), яв-

ляющейся 2π-периодической по переменной x. Будем

называть отдельной волной область, расположенную

между двумя локальными минимумами свободной

поверхности.

Для каждой волны можно вычислить энергию E

(кинетическую, T , и потенциальную, U), а также мо-

дуль импульса I (модуль горизонтальной, Ix, и вер-

тикальной, Iy , проекции импульса) с помощью фор-

мул гидродинамики. Кроме того, мы вычисляли и

геометрические характеристики отдельных волн (ам-

плитуду A, крутизну M , кривизну C).

Для каждой характеристики мы рассчитывали

числовой показатель, называемый концентрацией

этой характеристики, как отношение ее максималь-

ного значения к среднему значению всех волн в цуге

в фиксированный момент времени:

CX =
Xmax

1
N

∑N

i=1 Xi

,

где Xi (i = 1, . . . , N) – характеристики отдельных

волн, Xmax = max
i

Xi.

4. Пример образования волны-убийцы.

Ранее в работах [9, 10] мы приводили масштабные

вычислительные эксперименты по моделированию

нелинейной динамики поверхностных волн с целью

изучения статистики возникновения волн-убийц.

При образовании экстремальных волн наблюда-

ются процессы концентрации энергии и импульса.

Концентрация часто происходит по однотипному

сценарию.

Рассмотрим характерный пример формирования

волны-убийцы. В данном эксперименте начальное

поле волнения состояло из цуга 53 волн, бегущих в

одну сторону. Квадрат средней крутизны имел зна-

чение µ2 = 3.72 · 10−3. Длительность эксперимен-

та составляла примерно 3525 периодов. Через 1412

периодов возникла волна-убийца. Профиль свобод-

ной поверхности на этот момент приведен на рис. 1.

Значение функционала ν достигало

ν(t∗) = 2.26.

Рассмотрим концентрацию полной энергии в мо-

мент образования волны-убийцы (рис. 2). Для на-

глядности на рисунке также приведена концентра-

ция энергии в начальный момент времени. Из рис. 2

видно, что если в начальный момент времени распре-

деление концентрации близко к линейной функции,

то в момент образования волны-убийцы самая боль-
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Рис. 1. Профиль типичной волны-убийцы

Рис. 2. Концентрация энергии: тонкая линия с тре-

угольниками – в начальный момент, толстая – в момент

образования волны-убийцы

шая волна концентрирует в себе большую часть энер-

гии. Концентрация энергии CE = 9.1. Аналогичная

картина характерна и для импульса волны-убийцы.

Теперь рассмотрим совместное двумерное распре-

деление параметра ν и концентрации полной энер-

гии CE для самой большой волны в каждый момент

времени вычислительного эксперимента. Подавля-

ющее большинство (около 98 %) реализаций νmax,

CEmax
подчиняется нормальному закону распределе-

ния вероятностей. Эти величины распределены сле-

дующим образом: νmax ∼ N(1.54, 2.6 ·10−2), CEmax
∼

∼ N(4.8, 0.895). Коэффициент корреляции между

этими величинами r = 0.85.

Построим эллипс рассеяния для данного приме-

ра, который имеет эксцентриситет e = 0.985 и эллип-

тичность k = 0.029 (рис. 3). Точки внутри эллипса

Рис. 3. Диаграмма совместного распределения пара-

метров νmax и Emax

Рис. 4. Средние максимальные концентрации: 1 – кине-

тической энергии, 2 – полной энергии, 3 – потенциаль-

ной энергии, 4 – вертикального импульса, 5 – горизон-

тального импульса, 6 – модуль импульса

соответствуют парам {νmax, CEmax
}, распределенным

по нормальному двумерному закону. Точки вне эл-

липса отвечают парам {νmax, CEmax
}, не удовлетворя-

ющим нормальному закону. Они соответствуют, ано-

мальным волнам, имеющим или аномально большую

высоту, или аномально высокую энергию. Заметим,

что наблюдаются их отклонения лишь в большую

сторону.
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На рис. 4 приведна гистограмма значений кон-

центрации энергии и импульса, построенная по ре-

зультатам большой серии вычислительных экспери-

ментов с различными параметрами начального вол-

нения. На этой гистограмме показаны средние зна-

чения максимальной концентрации характеристик в

момент образования волны-убийцы.

Можно также построить регрессионную зави-

симость между значениями концентрации высоты

волны-убийцы и концентрации ее энергии. По ито-

гам большой серии вычислительных экспериментов

мы фиксировали значения концентраций высоты и

энергии для волн-убийц в тот момент времени, когда

значение параметра ν для них было максимальным.

Полученная регрессионная зависимость представле-

на на рис. 5. Уравнение линейной регрессии имеет

Рис. 5. Регрессионная зависимость между значениями

концентраций высоты и энергии волн-убийц

вид y = 4.1x− 4.4. Коэффициент линейной детерми-

нации R2 = 0.834.

5. Заключение. Итак, в настоящей работе с по-

мощью вычислительных экспериментов были рас-

смотрены нелинейные процессы локальной концен-

трации энергии в момент формирования экстремаль-

ных поверхностных волн – волн-убийц. Получены

количественные оценки этих процессов. Показано,

что одиночная аномально большая волна может кон-

центрировать в себе энергию, на порядок большую,

чем средняя энергия окрестных волн.

Продемонстрирована значительная корреляция

между амплитудным критерием волны-убийцы и

концентрацией энергии. Это позволяет по-новому

взглянуть на определение волны-убийцы.
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