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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
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М. Цистернино¶, М. Онорато¶∥

ПЯТИВОЛНОВАЯ КЛАССИЧЕСКАЯ МАТРИЦА
РАССЕЯНИЯ И ИНТЕГРИРУЕМЫЕ УРАВНЕНИЯ

Исследуется пятиволновая классическая матрица рассеяния для нелинейных
гамильтоновых уравнений с дисперсией, характеризуемых нелинейностью вида
u ∂u/∂x, с целью найти наиболее общий вид нетривиального дисперсионного
соотношения ω(k), для которого пятиволновая матрица рассеяния для взаи-
модействия тождественно обращается в нуль на резонансном многообразии.
Как можно было ожидать, в размерности 1 матрица рассеяния тождествен-
но обращается в нуль в случаях уравнения Кортевега–де Фриза, уравнения
Бенджамина–Оно и уравнения промежуточных длинных волн. В размернос-
ти 2 найдено новое уравнение, удовлетворяющее указанным условиям.

Ключевые слова: интегрируемость, уравнение промежуточных длинных волн, урав-
нение Кортевега–де Фриза, уравнение Бенджамина–Оно, матрица рассеяния.

DOI: 10.4213/tmf8639

За последние 40 лет в области нелинейных уравнений был достигнут значитель-
ный прогресс. Развитие новых математических методов привело к выделению клас-
са интегрируемых нелинейных уравнений в частных производных. Эти нелинейные
интегрируемые уравнения играют важнейшую роль при исследовании физических
систем. Применяя асимптотические методы, использующие малые параметры, ха-
рактеризующие интересующий нас физический режим, можно свести к интегри-
руемым уравнениям весьма широкий класс нелинейных эволюционных уравнений
(см. [1]). Различные методы были развиты для установления свойств этих уравне-
ний [2]. В этом отношении данная работа базируется на теореме Захарова–Шуль-
мана (см. [3]–[5]), которая связана с анализом Пуанкаре интегрируемости динами-
ческих систем. Эта теорема основана на теории возмущений и на введении так
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называемой классической матрицы рассеяния, которая в случае классической га-
мильтоновой системы связывает два асимптотических состояния (t → ±∞). Если
говорить нестрого, теорема утверждает, что существование одного дополнительно-
го интеграла движения приводит к тому, что для всякого резонансного процесса
матрица рассеяния обращается к нуль; теорема также утверждает, что существует
бесконечный набор инвариантов. Этого еще, конечно, недостаточно для интегриру-
емости (для которой еще надо доказать полноту множества инвариантов). Одним
из следствий теоремы оказывается утверждение о том, что для неинтегрируемой си-
стемы матрица рассеяния не равна тождественно нулю. Этот результат был недавно
применен, например, при доказательстве неинтегрируемости компактного одномер-
ного уравнения Захарова [6].

В настоящей работе обсуждается интегрируемость некоторых волновых урав-
нений гидродинамического типа. В частности, хорошо известно, что уравнение
Кортевега–де Фриза (КдФ), уравнение Бенджамина–Оно (БО) и уравнение проме-
жуточных длинных волн (ПДВ) доставляют примеры интегрируемых систем, для
которых нелинейный оператор имеет один и тот же вид, а линейные дисперсионные
члены оказываются различными. Применяя теорему Захарова–Шульмана, мож-
но исследовать вопрос о том, существуют ли другие интегрируемые гамильтоновы
волновые уравнения, характеризуемые тем же самым нелинейным оператором. По-
хожая задача исследовалась в работах [7], [8].

Рассмотрим следующее волновое уравнение общего вида:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ ωku = 0, (1)

где u – вещественная функция переменной x, а ωk – оператор свертки, ответственный
за волновую дисперсию. Будем считать ωk нечетной функцией от k, т. е. ω(k) =
−ω(−k), и ω(0) = 0. Уравнение (1) в фурье-пространстве можно записать в виде

i
∂u1

∂t
= ω1u1 + k0

∫ ∞

−∞
u2u3δ1−2−3 dk23, (2)

где ui = u(ki), dk23 = dk2 dk3, δ1−2−3 = δ(k1 − k2 − k3). Введем теперь нормальную
переменную a(k), связанную с u(k):

uk =
√

k(akθk + a∗−kθ−k),

где θk = θ(k) – функция ступеньки Хевисайда. В терминах этой новой переменной
уравнение приобретает следующий гамильтонов вид:

H = H0 + Hint =
∫ ∞

0

ω1|a1|2 dk1 +
∫ ∞

0

V1,2,3(a1a
∗
2a
∗
3 + a∗1a2a3)δ1−2−3 dk123, (3)

где V1,2,3 =
√

k1k2k3 θ1θ2θ3.
Эволюционное уравнение записывается в виде

i
∂ak

∂t
=

δH

δa∗k
. (4)

В случае произвольной гамильтоновой системы вида (4) гамильтониан (3) можно
заменить на вспомогательный гамильтониан Hε = H0 + Hinte

−ε|t| с ε > 0 и перейти
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к пределу t → ±∞ в (4). При произвольных начальных условиях a(k, t)|t=0 асимп-
тотические поля a(k, t)|t→±∞ задаются формулами cε(k)±e−iω(k)t. Эти асимптоти-
ческие предельные выражения не независимы и связаны соотношениями cε(k)+ =
Sε[cε(k)−], в которых Sε – нелинейный оператор, задаваемый рядом, сходящимся
при достаточно больших ε. Определим классическую матрицу рассеяния (подроб-
нее см. [3]) с помощью предельного перехода ε → 0, а именно

S = lim
ε→0

Ŝε, c±ε (k) → c±(k). (5)

После взятия предела ряд может оказаться расходящимся; в этом случае его следу-
ет понимать как формальный ряд, коэффициенты которого c+(k) и c−(k) связаны
соотношениями

c+(k1) = Sc−(k1) = c−(k1) +
∞∑

n=3

∑
s1,...,sn

∫ ∞

0

S1,2,...,n ×

× δ(s1k1 + s2k2 + · · ·+ snkn)c−s2
1 . . . c−sn

n dk2...n. (6)

Величины si принимают значения +1 или −1, c±s равны c± при s = 1 и равны (c±)∗

при s = −1. Классическая матрица рассеяния принимает следующий вид:

S1,2,...,n = iT1,2,...,nδ(s1ω1 + s2ω2 + · · ·+ snωn), (7)

где T1,2,...,n – амплитуда рассеяния, заданная на поверхности

s1ω1 + s2ω2 + · · ·+ snωn = 0,

s1k1 + s2k2 + · · ·+ snkn = 0.
(8)

В зависимости от величины si приведенные выше условия разбиваются в набор усло-
вий, задающих резонансное многообразие. Захаров и Шульман [3] доказали важную
теорему, утверждающую, что в случае, когда система (4) обладает дополнительным
(помимо энергии, импульса и массы) интегралом движения вида

I =
∫

fk|ak|2 dk + · · · ,

где многоточием обозначены члены высших порядков по ak, и при этом дисперси-
онное соотношение оказывается невырожденным, для каждого процесса рассеяния,
отличаемого выбором si в (8), амплитуда рассеяния T0,1,...,n = 0 и в системе появ-
ляется бесконечное количество интегралов движения, находящихся в инволюции.
Эта теорема не позволяет непосредственно сделать заключение об интегрируемо-
сти данного уравнения; тем не менее для данной гамильтоновой системы вида (4)
можно установить, что наличие нетривиального рассеяния, т. е. выполнение условия
T1,2,...,n ̸= 0 на некотором резонансном многообразии, явно свидетельствует о неин-
тегрируемости системы.

В специальном случае уравнение (1) описывает волны, распространяющиеся в од-
ном направлении, а потому в формулировке нормальных переменных интегралы
в гамильтониане (3) определены при k > 0. Наша задача состоит в том, чтобы най-
ти ω(k) специального вида, при котором амплитуда рассеяния обращается в нуль



ПЯТИВОЛНОВАЯ КЛАССИЧЕСКАЯ МАТРИЦА РАССЕЯНИЯ 13

на резонансном многообразии. Для волновых процессов с участием трех и четырех
волн получаются только тривиальные решения, так что первым нетривиальным слу-
чаем оказывается пятиволновой процесс. В этом случае резонансное многообразие
задается следующими уравнениями:

k4 + k5 = k1 + k2 + k4,

ω(k4) + ω(k5) = ω(k1) + ω(k2) + ω(k3).
(9)

Матрица рассеяния задается громоздким выражением, содержащим 80 слагаемых
(см. работу [9], в которой была разработана диаграммная техника построения этих
членов). Предполагается, что все положительные волновые числа упорядочены сле-
дующим образом:

k2 > k4 > k5 > k3 > k1.

При таком предположении матрица рассеяния пятиволновой амплитуды значитель-
но упрощается и принимает вид

T123−4−5 = F12(F45 + G53 + G43) + F13(F45 + G25 + G24) + G51(F23 + G43 + G24) +

+ G41(F23 + G53 + G25) + F45F23 + G24G53 + G25G43, (10)

где

Fij =
ki + kj

ω(ki + kj)− ω(ki)− ω(kj)
, Gij =

ki − kj

ω(ki − kj)− ω(ki) + ω(kj)
(11)

с i ̸= j = 1, . . . , 5. Необходимым условием интегрируемости оказывается сокращение
пятиволновой амплитуды на резонансном многообразии (9).

Ниже показано, что для уравнений КдФ, БО и ПДВ это свойство выполняется.
Уравнение КдФ. Пусть ω(k) = −k3, тогда

Fij =
1

3kikj
, Gij = − 1

3kikj
. (12)

В результате простого вычисления для матрицы рассеяния пятиволновой амплиту-
ды получаем

T123−4−5 =
1

9k1k2k3k4k5
(k4 + k5 − k1 − k2 − k3) = 0. (13)

Заметим, что T123−4−5 = 0 даже вне резонансного многообразия (необходимо лишь
выполнение условия сохранения импульса), т. е. ограничение на частоты (9) не обя-
зательно соблюдается.

Уравнение БО. Уравнение БО моделирует эволюцию длинных одномерных
внутренних гравитационных волн в стратифицированной жидкости в слое беско-
нечной глубины. Для такого уравнения получим, что ω(k) = −|k|k, и для положи-
тельных волновых чисел можно положить ω(k) = −k2. Тогда

Fij =
ki + kj

2kikj
, Gij = − 1

2kj
, (14)
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и можно показать, что пятиволновая амплитуда рассеяния задается выражением

T123−4−5 = L12345(k2
4 + k2

5 − k2
1 − k2

2 − k2
3) + M12345(k1 + k2 + k3 − k4 − k5), (15)

где L12345 и M12345 – две положительные функции от волновых чисел. Тем самым
сокращение матрицы рассеяния, очевидно, следует из уравнений (9).

Уравнение ПДВ. Уравнение ПДВ описывает длинные внутренние гравитаци-
онные волны в стратифицированной жидкости конечной глубины. Дисперсионное
соотношение имеет вид

ω(k) = ak2 cth bk − ck (16)

и сводится к уравнению КдФ в пределе b → 0, a = 1 и c = 0 и к уравнению БО
в пределе b → ∞, a = 3/b и c = 3/b2. Чтобы проверить сокращение такого дис-
персионного соотношения, заметим сначала, что выражение T123−4−5 инвариантно
относительно замены ω(k) → ω(αk) + βk, где α ̸= 0 и β – произвольные константы.
Более того, можно ввести дополнительную независимую переменную p и положить

ω(k) → ω(k, p) = k2 1 + ep

1− ep
. (17)

Резонансная поверхность должна удовлетворять следующим уравнениям:

p4 + p5 = p1 + p2 + p3, k4 + k5 = k1 + k2 + k3,

ωk4,p4 + ωk5,p5 = ωk1,p1 + ωk2,p2 + ωk3,p3 .
(18)

Теперь матрица рассеяния пятиволновой амплитуды зависит от десяти перемен-
ных, T12345 = T (k1, . . . , k5, p1, . . . , p5), и сокращение этой матрицы на резонансном
многообразии было успешно проверено с помощью символьных вычислений с при-
менением программы Maple. Обратим теперь внимание на наиболее общий случай
и рассмотрим

T (k1, . . . , k5) = 0 (19)

как функциональное уравнение на неизвестную функцию ω(k) с волновыми вектора-
ми k1, . . . , k5, удовлетворяющими условию резонанса (9). Напомним, что в случае,
когда ω(k) представляет собой решение функционального уравнения, функция

ω̃(k) = aω(bk) + ck (20)

также оказывается решением при произвольных a, b ̸= 0 и c.
Сформулируем следующее

Предложение 1. Произвольное решение функционального уравнения, аналити-
ческое в окрестности нуля и такое, что ω(0) = 0, равно одной из следующих функ-
ций: ω1(k) = k2 , ω2(k) = k3 или ω3(k) = −k2(e2k + 1)/(e2k − 1) = k2 cth k . Предпола-
гая a, b ̸= 0 комплексными числами, получим, что существует четвертое решение
ω4(k) = ik2(ei2k + 1)/(ei2k − 1) = −k2 ctg k .

Доказательство. Идея доказательства состоит в сведении функционального
уравнения (19) к обыкновенному дифференциальному уравнению с последующим
нахождением его решений. Положим k2 = k4 + u, k5 = k3 + v, тогда условие со-
хранения импульса в (9) приводит к условию k1 = v − u. Рассматривая теперь
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ограничения на частоты (условие сохранения энергии в (9)) и разлагая в ряд Тей-
лора вблизи u = v = 0, получим

v =
ω′(k4)
ω′(k3)

u + o(u). (21)

Более того, разлагая функциональное уравнение (19) в окрестности u = v = 0 и
применяя уравнение (21), получим обыкновенное дифференциальное уравнение, ко-
торое в ведущем порядке содержит большое количество слагаемых. Без потери общ-
ности, в предположении, что ω(k) = a2k

2 + a3k
3 + · · · , в разложении обыкновенного

дифференциального уравнения в окрестности k3 = k4 = 0 получим условие a2a3 = 0,
приводящее к следующим случаям.

Случай 1. Пусть a2 ̸= 0, тогда a3 = 0, что влечет ω(k) = k2 + a4k
4 + a5k

5 + · · · ,
и при разложении обыкновенного дифференциального уравнения в окрестности
k3 = 0 в ведущем нетривиальном порядке разложения получим обыкновенное диф-
ференциальное уравнение третьего порядка

− 5ω′(k4)2 + 8k4ω
′′(k4)ω′(k4) + ω′(k4)k2

4ω
′′′(k4)− 3k2

4ω
′′(k4)2 = 0, (22)

единственное решение которого вида ω(k) = k2 + a4k
4 + a5k

5 + · · · есть ω(k) = k2.

Случай 2. Пусть a3 ̸= 0, тогда a2 = 0. Без потери общности можно считать,
что f(k) = k3 + a4k

4 + a5k
5 + · · · . Снова разлагая обыкновенное дифференциальное

уравнение в окрестности точки k3 = 0, в ведущем нетривиальном порядке получим
следующее обыкновенное дифференциальное уравнение четвертого порядка:

−4ω′(k4)2ω′′′(k4) + 12ω′(k4)2 − k4ω
′(k4)2ω′′′′(k4)− 2ω′(k4)k2

4ω
′′′(k4) +

+ 4ω′(k4)k4ω
′′(k4)ω′′′(k4)− 18k4ω

′′(k4)ω′(k4) +

+ 6ω′(k4)ω′′(k4)2 − 3ω′′(k4)3k4 + 6k2
4ω

′′(k4)2 = 0. (23)

Любое его решение вида ω(k) = k3 + a4k
4 + a5k

5 + · · · эквивалентно ω(k) = k3 или
ω(k) = k2 cth k (или ω(k) = −k2 ctg k для комплексных постоянных a и b в (20)).
Заметим, что в случае a2 = a3 = 0 нетривиальных решений не существует.

Полученные результаты указывают на то, что пятиволновая матрица рассеяния
для уравнения (2) обращается в нуль также в случае следующего дисперсионного
соотношения:

ω(k) = ak2 ctg bk − ck, (24)

где a, b и c – постоянные величины. Полученное уравнение вряд ли обладает физи-
ческим смыслом, так как ω(k) = ∞ при bk = πn. Однако в пределе b → 0, a = 3/b

и c = 3/b2 дисперсионное соотношение принимает вид ω(k) = k3, т. е. совпадает с дис-
персионным соотношением для модели КдФ. Поэтому существует еще одно уравне-
ние, которое, возможно, представляет больший интерес. Пусть u = u(x, y, t) пред-
ставляет собой функцию двух пространственных координат (x, y), тогда ω = ω(k, p)
задается выражением

ω(k, p) = ak2 cth ap. (25)
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Матрица пятиволновой амплитуды рассеяния в этом случае обращается в нуль.
В разложении Тейлора при малых a получаем следующее уравнение:

ut + uux + ∂2
x∂−1

y u = 0. (26)

То же самое уравнение можно получить, если начинать с соотношения ω(k, p) =
ak2 ctg ap и произвести разложение Тейлора при малых a. Это уравнение напоми-
нает, но не эквивалентно уравнению Хохлова–Заболоцкой (см., например, [10])

ut + uux + ∂2
y∂−1

x u = 0, (27)

описывающему распространение ограниченного луча в слабо нелинейной среде без
дисперсии и поглощения (см. [11]).
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